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. . . . . .

密度估计问题

问题：给定 X1,X2, · · · ,Xn ∼ F(x), 如何从样本估计出密度函数
f(x)?

对于参数问题，我们需要事先假定密度的函数形式 (比如正态分布
只包含两个参数：均值和方差); 从而密度估计问题转化为参数估计
问题；

非参数密度估计直接从样本估计出密度的函数形式
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. . . . . .

直方图

直方图方法先将区间等分，用落入区间的样本数来近似函数在区间

上的取值，即

fn(x) =


∑n

i=1 Ik(Xi)

nhn
, 如果x ∈ Ik, k = 1, 2, · · · ,K.

0, 其它.

其中 hn = (b − a)/K 称为窗宽，Ik 为区间，

Ik(x) =

1, 如果x ∈ Ik.

0, 其它.
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. . . . . .

直方图

设有密度函数 f(x),

p(x ∈ Ik) =

∫
Ik

f(x)dx ≈ f(x)× |Ik|, |Ik| → 0

=
ni
n

所以

f(x) ≈ ni
nh , h 为窗宽
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. . . . . .

定理 10.1

定理 10.1： 设 t(n)i 是区间 [a, b] 的窗宽为 hn 的分割点

hn = t(n)i+1 − t(n)i ,

fn(x) =
1

nhn

n∑
i=1

I
(t(n)

k ,t(n)
k+1)

(xi), x ∈ [a, b]

若 f(x) 在 x 点连续，且 limn→+∞ hn = 0, limn→+∞ nhn = +∞, 则
对 ∀ϵ > 0 有：

lim
n→+∞

Pr(|fn(x)− f(x)| ≥ ϵ) = 0
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. . . . . .

定理证明

证明：因为 f(x) 在 x 点连续，∃δ > 0,K0 > 0 使得

∀y ∈ [x − δ, x + δ], f(y) ≤ K0,

由条件 hn → 0, 因此 ∃N, 当 n > N 时, hn < δ, 使得 x ∈ (t(n)k , t(n)k+1),
且包含 x 的整个 Bin 落入区间 [x − δ, x + δ]. 由切比雪夫不等式

Pr(|fn(x)− f(x)| ≥ ϵ) ≤ 1

ϵ2
E(fn(x)− f(x))2
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. . . . . .

定理证明

右边可以改写为

1

ϵ2
[
E(fn(x)− Efn(x))2 + (Efn(x)− f(x))2

]
一方面

fn(x)− Efn(x) =
1

nhn

n∑
i=1

gn(xi)

gn(xi) = I
[t(n)

k ,t(n+1)
k+1 ]

(xi)− EI
[t(n)

k ,t(n+1)
k+1 ]

(xi)

Egn(xi) = 0

Eg2n(xi) ≤
∫ t(n)

k+1

t(n)
k

f(y)dy ≤ K0hn
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. . . . . .

定理证明

于是

E(fn(x)− Efn(x))2 ≤
nK0hn
n2h2n

=
K0

nhn
→ 0

另一方面

Efn(x) =
1

hn

∫ t(n)
k+1

t(n)
k

f(y)dy → f(x)

只要 hn 足够小即可.
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. . . . . .

说明

进一步可以证明：

定理 10.2： 若 f(x) 在 (−∞,+∞) 上一致连续, 且 ∃δ > 0, 使得∫ +∞

−∞
|x|δf(x)dx < +∞,

又 limn→+∞ hn = 0, hn ≥ (ln n)2/n, 则

Pr
(

lim
n→+∞

Sup|fn(x)− f(x)| = 0

)
= 1
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. . . . . .

直方图高维推广

将空间分割成若干小区域 R,V = |R|, 若有 n 个观察值
x1, x2, · · · , xn, 设 ni 是落入空间 R 内的样本个数

p(x) ≈ ni
nV

说明：窗宽影响很大

...1 太大：抹杀了细节，多峰分布可能会被抹平。

...2 太小：不连续，波动大
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. . . . . .

举例

生成两个正态混合样本, 若混合比例为 p, 可以先生成 (0, 1) 上的均

匀随机数 u ∈ U(0, 1), 若 u ≤ π, 取第一个正态总体，反之取第二个
总体；

选取不同的窗宽做直方图，看得到什么结果
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. . . . . .

Rosenblatt 方法

从经验分布函数出发

f(x) ≈ F(x + h)− F(x − h)
2h

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

I(Xi ≤ x), Fn(x) → F(x)

故定义

fRn (x) =
Fn(x + h)− Fn(x − h)

2h

=
1

2nh

n∑
i=1

I(x − h ≤ Xi ≤ x + h)

=
1

nh

n∑
i=1

K0(
x − Xi

h ), K0(u) =
1

2
I(|u| ≤ 1)
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. . . . . .

Rosenblatt 方法

从形式上看，Rosenblatt 方法和直方图方法似乎差不了多少。

其不同点在于直方图的分割区间是事先给定的，而 Rosenblatt 方法
不把分割先固定，而让区间随着估计点 x 跑，使 x 始终处在区间的
中心位置。

实际上可以证明: 当 hn → 0, nhn → +∞ 时，有∫
E(fRn (x)− f(x))2dx = O(n− 4

5 )∫
E(fn(x)− f(x))2dx = O(n− 2

3 )

即 Rosenblatt 方法优于直方图方法。
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. . . . . .

核估计

如果把 Rosenblatt 方法中 [−1, 1] 上的均匀分布替换为一般的概率

分布函数

K(u) ≥ 0,

∫ +∞

−∞
K(u)du = 1

核估计

fn(x) =
1

nhn

n∑
i=1

K
(

x − Xi
hn

)
K(x) 称为 核函数，hn 称为 窗宽。
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. . . . . .

常用核函数选取

Parzen 窗 (Rosenblatt 方法)

1

2
I(|u| ≤ 1)

三角核函数

(1− |u|)I(|u| ≤ 1)

Epanechikov 核函数

1

4
(1− u2)I(|u| ≤ 1)

四次 (quartic) 核函数

15

16
(1− u2)2I(|u| ≤ 1)
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. . . . . .

常用核函数选取

三权 (Triweight) 核函数

35

32
(1− u2)3I(|u| ≤ 1)

余弦核函数
π

4
cos(π

2
u)I(|u| ≤ 1)

高斯核函数
1√
2π

exp(−u2

2
)

指数核函数
1

2
exp(−|u|)
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. . . . . .

核估计

后面我们会看到，核函数的形式不是影响密度估计的关键因素，窗

宽才是影响密度估计的关键

问题：如何选择合适的窗宽？

首要问题：如何评价密度估计的好坏？
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. . . . . .

评价标准

任意固定 x, 均方误差 (Mean squared error)

MSE(fn(x)) = EF [fn(x)− f(x)]2

= [EF(fn(x))− f(x)]2 + VarF(fn(x))

其中前者是偏差平方，后者是估计的方差

由于密度本身是函数，要对所有 x 都考虑，一种方法是再对 x 积
分，即所谓的 积分均方误差 (Integral mean squared error)
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. . . . . .

评价标准

积分均方误差

MISE(fn(x))

=

∫
E [fn(x)− f(x)]2 dx

=

∫
MSE(fn(x))dx

=

∫
[E(fn(x))− f(x)]2 dx +

∫
Var(fn(x))dx

前者为积分偏差平方和，后者是积分方差
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. . . . . .

核估计期望计算

命题 10.3： 核估计的均值为

EF(fn(x)) =
∫

K(y)f(x − hny)dy

证明：
1

hn
EFK(

x − X
hn

) =

∫ +∞

−∞
K(

x − t
hn

)f(t)dt

x−t
hn =y
=

1

hn

∫ −∞

+∞
k(y)f(x − hny)(−hn)dy

=

∫ +∞

−∞
k(y)f(x − hny)dy

所以

EF(fn(x)) =
1

n

n∑
i=1

1

hn
EFK(

x − X
hn

) =

∫
K(y)f(x − hny)dy
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. . . . . .

核估计方差计算

命题 10.4： 核估计的方差为

Var(fn(x)) =
1

nhn

∫
K2(y)f(x − hny)dy − 1

n

[∫
K(y)f(x − hny)dy

]2
证明：因为 Xi 相互独立，

Var(fn(x)) =
1

n2h2
n∑

i=1

{
EK2(

x − X
h )− [EK(

x − X
h )]2

}
=

n
n2h2

[
h
∫

K2(y)f(x − hy)dy − (h
∫

K(y)f(x − hy)dy)2
]

=
1

nh

∫
K2(y)f(x − hy)dy − 1

n

[∫
K(y)f(x − hy)dy

]2
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. . . . . .

最佳窗宽选取

基于 MISE
hopt = Argmin

h
MISE(fn(x))

基于 MSE
hopt = Argmin

h
MSE(fn(x))
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. . . . . .

条件

以下不妨设核函数 K(t) 满足∫
tK(t)dt = 0

K2 =

∫
t2K(t)dt ̸= 0

f′′(x) 绝对连续, 且
∫
|f′′(x)|2dx < ∞,

h = hn → 0 (n → +∞)
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. . . . . .

定理

定理 10.5： 在上述条件成立时，对核估计有

MSE(fn(x)) = E[fn(x)− f(x)]2

=
1

4
K2

2h4n[f′′(x)]2 +
f(x)

∫
K2(x)dx

nhn
+ O(

1

n) + O(h6n)

MISE(fn(x)) =
∫

E[fn(x)− f(x)]2dx

=
1

4
K2

2h4n
∫

[f′′(x)]2dx +
∫

K2(x)dx
nhn

+ O(
1

n) + O(h6n)
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. . . . . .

定理证明

首先看偏差

EF[fn(x)]− f(x)

=

∫ +∞

−∞
K(y)[f(x − hny)− f(x)]dy

=

∫ +∞

−∞
K(y)[f(x − hny)− f(x)− hnyf′(x)]dy

=
h2n
2

∫ +∞

−∞
K(y)y2f′′(x − θhny)dy

其中 0 ≤ θ = θ(hn) ≤ 1.
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. . . . . .

定理证明

由控制收敛定理

EF(fn(x))− f(x) = 1

2
f′′(x)K2h2n + O(h3n)

于是，偏差 (bias) 可表示为

[EF(fn(x))− f(x)]2 = 1

4
(f′′(x))2K2

2h4n + O(h6n)
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. . . . . .

定理证明

前面已经证明

Var(fn(x)) =
1

nhn

∫
K2(y)f(x − hny)dy

− 1

n

[∫
K(y)f(x − hny)dy

]2

当 n → +∞ 时，f(x − hny) → f(x), 于是

Var(fn(x)) =
1

nhn
f(x)

∫
K2(y)dy + O(

1

n)
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. . . . . .

定理证明

将上两式合在一起

MSE(fn(x)) = [E(fn(x))− f(x)]2 + Var(fn(x))

=
1

4
K2

2h4n[f′′(x)]2 +
f(x)

∫
K2(x)dx

nhn
+ O

(
1

n

)
+ O(h6n)

再对 x 积分得

MISE(fn(x)) =
1

4
K2

2h4n
∫

[f′′(x)]2dx +
∫

K2(x)dx
nhn

+ O
(
1

n

)
+ O(h6n)
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. . . . . .

最优窗宽选取

令

A =
1

4
K2

2

∫
[f′′(x)]2dx

B =

∫
K2(x)dx

G(h) = Ah4 + B
nh

于是对 MISE 的优化等价于对 G(h) 进行优化

制作：邓明华 () 非参数统计第十章 密度估计 2023 秋季学期 33 / 89



. . . . . .

最优窗宽选取

对 G(h) 求导
G′(h) = 4Ah3 − B

nh2

由 G′(h) = 0 得

hopt =

(
B

4An

) 1
5

代入得

G(hopt) =
5

4
(4A)

1
5 B

4
5

(
1

n

) 4
5

制作：邓明华 () 非参数统计第十章 密度估计 2023 秋季学期 34 / 89



. . . . . .

最优窗宽选取

定理 10.6： 在上述条件下，最优窗宽为

hopt

=K− 2
5

2

[∫
K2(u)du

] 1
5
[∫

f′′(x)2dx
]− 1

5

n− 1
5

相应的最优积分均方误差为

MISE(hopt)

=
5

4

(
K2

2

∫
f′′(x)2dx

) 1
5
(∫

K2(u)du
) 4

5

n− 4
5
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. . . . . .

K 近邻密度估计

Rosenblatt 方法是每个点都选用相同体积内的样本，如果窗宽过
大，这分布较密的区域受到多个样本点的支持，可能过于光滑; 而
分别稀疏的位置受到很少样本点的支持, 估计不光滑。一种替代的
方法是 K-近邻估计。其基本想法是让每个位置都用邻近的 K 个样
本来估计密度
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. . . . . .

K 近邻密度估计

设简单随机样本 X1, · · · ,Xn ∼ F(x), f(x) 是分布 F(x) 的密度函数，
对于任意固定点 x, 记 an(x) 为最小的正数 a, 使得区间 [x − a, x + a]
中恰好包含 K 个样本点, 那么该点 x 的 K 近邻密度估计为

fn(x) =
K

2an(x)n

落入区间的样本个数固定，但区间长度随机
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. . . . . .

定理 10.7

定理 10.7： 对于固定 n 和样本 X1, cdots,Xn, K 近邻密度估计满足∫ +∞

−∞
fn(x)dx = +∞

分析：关键在于区间长度 an(x) 在 x 充分大时和 x 是同阶的。原因
是样本固定了，只能覆盖有限的区间。
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. . . . . .

定理 10.7 证明

证明：记 X(1) ≤ X(2) ≤ · · · ≤ X(n), 那么

an(x) = X(k) − x x < X(1)

an(x) = x − X(n−k+1) x > X(n)

于是 ∫ +∞

−∞
fn(x)dx

≥
∫

x≤X(1)

fn(x)dx +
∫

x≥X(n)

fn(x)dx

=

∫ X(1)

−∞

K
2n(X(k) − x)dx +

∫ +∞

X(n)

K
2n(x − X(n−k+1))

dx

→ +∞
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. . . . . .

附注

从证明过程可以看出，

fn(x) = O
(

1

|x|

)
, |x| → +∞

与待估 f(x) 的尾部特征无关，因而 fn(x) 不能作为 f(x) 的整体估计。
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. . . . . .

定理 10.8

定理 10.8： 当 n → +∞ 时，若 Kn → +∞, Kn/n → 0, 则对任意
固定点 x, 若 x ∈ Supp(f), 且函数 f(x) 在 x 点处连续，有

fn(x)
P→ f(x), n → +∞.

即 ∀ϵ > 0,
Pr(|fn(x)− f(x)| ≥ ϵ) → 0, n → +∞

说明：fn(x) 是连续点 x 的密度 f(x) 的一个不错的估计.
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. . . . . .

定理 10.8 证明

证明：固定 x ∈ Supp(f),∀ϵ > 0,

Pr(|fn(x)− f(x)| ≥ ϵ)

=Pr
(

K
2nan(x)

> f(x) + ϵ

)
+ Pr

(
K

2nan(x)
< f(x)− ϵ

)
=Pr

(
an(x) <

K
2n(f(x) + ϵ)

)
+ Pr

(
an(x) >

K
2n(f(x)− ϵ)

)
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. . . . . .

定理 10.8 证明

令

pn =

∫ x− K
2n(f(x)+ϵ)

x+ K
2n(f(x)+ϵ)

f(t)dt

考虑二项分布随机变量 yn ∼ B(n, pn),

由 an(x) 的定义可得

Pr
(

an(x) <
K

2n(f(x) + ϵ)

)
= Pr(yn ≥ K)

制作：邓明华 () 非参数统计第十章 密度估计 2023 秋季学期 44 / 89



. . . . . .

定理 10.8 证明

另一方面，由于 K/n → 0, 即 n 足够大时，区间[
x − K

2n(f(x) + ϵ)
, x + K

2n(f(x) + ϵ)

]
为 x 点附近的小邻域，由 f(x) 连续，则在此区间上有

|f(t)− f(x)| < ϵ

2

于是在上面的区间上,
f(t) < f(x) + ϵ

2
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. . . . . .

定理 10.8 证明

那么

pn =

∫ x− K
2n(f(x)+ϵ)

x+ K
2n(f(x)+ϵ)

f(t)dt

< (f(x) + ϵ

2
)× 2× K

2n(f(x) + ϵ)

=
f(x) + ϵ

2

f(x) + ϵ
× K

n

= c × K
n

其中

c =
f(x) + ϵ

2

f(x) + ϵ
, 0 < c < 1.
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. . . . . .

定理 10.8 证明

于是

Pr(yn ≥ K) = Pr
(

yn
n − pn ≥ K

n − pn

)
≤ Pr

(
yn
n − pn ≥ K

n − cK
n

)
= Pr

(
yn
n − pn ≥ (1− c)K

n

)
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. . . . . .

定理 10.8 证明

由切比雪夫不等式

Pr(yn ≥ K) ≤
1

n2 npn(1− pn)

(1− c)2(K
n )

2

≤
n × cK

n × 1
n2

(1− c)2(K
n )

2
=

c
(1− c)2K → 0

同理可证

Pr
(

an(x) >
K

2n(f(x)− ϵ)

)
→ 0.
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本节目录..

...1 直方图

...2 Rosenblatt 方法

...3 核估计

...4 K 近邻估计

...5 基于神经网络的密度估计
人工神经网络基础简介

流方法

VAE
Roundtrip
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. . . . . .

MP 模型

McCulloch, Pitts 神经元模型 (1943)

y = g(
∑

k
ωkxk − θ)
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. . . . . .

激活函数

符号函数

g(x) =

1, x > 0,

0, x ≤ 0.

Sigmoid 函数
g(x) = 1

1 + exp (−ax)

g(x) = 2

π
arctan(ax)

ReLU
g(x) = max{x, θ}
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. . . . . .

多层感知器网络 (MLP)

从下到上，底层的输出是高层的输入。

多层感知器至少要有三层：输入层、输出层与隐层。
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. . . . . .

函数的参数化框架

一些记号

...1 oµ
j : 样本 µ 对应于输出单元 j 的输入。

...2 Oµ
j : 样本 µ 对应于输出单元 j 的输出。

...3 hµ
k : 样本 µ 对应于隐单元 k 的输入。

...4 Hµ
k : 样本 µ 对应于隐单元 k 的输出。



hµk =
∑

i
wkiIµi

Hµ
k = g(

∑
i

wkiIµi )

oµj =
∑

k
wjkHµ

k =
∑

k
wjkg(

∑
i

wkiIµi )

Oµ
j = g(

∑
k

wjkHµ
k ) = g(

∑
k

wjkg(
∑

i
wkiIµi ))
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. . . . . .

有监督学习

理想输出 (Teacher)

{Tµ
j , j = 1, · · · ,m;µ = 1, · · · ,n}

实际输出

Oµ
j = g(

∑
k

wjkHµ
k ) = g(

∑
k

wjkg(
∑

i
wkiIµi ))

理想输出与实际输出的误差函数；
E(w) =

∑
j,µ

(Tµ
j − Oµ

j )
2

Oµ
j = f(Iµ;ω)
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. . . . . .

参数学习..
梯度下降方法以修改权值。

E(w) =
∑
j,µ

(Tµ
j − Oµ

j )
2

∆wjk = −η
∂E(w)
∂wjk

∆wki = −η
∂E(w)
∂wki

误差学习 

∆wjk = η
∑
µ

(Tµ
j − Oµ

j )g′(o
µ
j )H

µ
k

= η
∑
µ

δµj Hµ
k

∆wki = η
∑
µ

∑
j
(Tµ

j − Oµ
j )g′(o

µ
j )wjkg′(hµk )I

µ
i

= η
∑
µ

g′(hµk )
∑

j
δµj wjk

 Iµi

= η
∑
µ

δµk Iµi
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. . . . . .

误差后传算法

输出单元上的误差

δµj = g′(oµj )(T
µ
j − Oµ

j )

隐单元上的误差

δµk = g′(hµk )
∑

j
δµj wjk

隐单元上的误差实际上是输出单元上误差的线性组合 (向后传播)，
这就是误差后传算法的由来。
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. . . . . .

神经网络通用逼近定理

只要给予三层 MLP 网络足够数量的隐层神经元，便可以实现以足
够高精度来逼近任意一个在 Rn 的紧子集 (Compact subset) 上的连
续函数。

通用逼近定理的数学描述：令 ϕ 为一单调递增、有界的非常数连续

函数。记 m 维单元超立方体 [0, 1]m 为 Im，并记在 Im 上的连续函

数全体为 C(Im)。则对任意实数 ϵ > 0 与函数 f ∈ C(Im), 存在整数
N、常数 vi, bi ∈ R 与向量 wi ∈ Rm, (i = 1, · · · ,n), 由此定义三层
MLP 网络函数：F(x) =

∑N
i=1 viϕ(wT

i x + bi), 使得

|F(x)–f(x)| < ϵ, ∀x ∈ Im.

即三层 MLP 网络函数 F(x) 在 C(Im) 里是稠密的。

替换上述 Im 为 Rm 的任意紧子集，结论依然成立。

https://zhuanlan.zhihu.com/p/39030338
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. . . . . .

通用逼近定理相关文献..
George Cybenko. Approximation by Superpositions of a Sigmoidal Function.
Math. Control Signals System 2: 304-312, 1989.
Kurt Hornik, Maxwell Stinchcombe, Halbert White. Multilayer feedforward
networks are universal approximators. Neural Networks, 2(5): 359–366, 1989.
Andrew R. Barron, Universal Approximation Bounds for Superpositions of a
Sigmoidal Function. IEEE Transaction on Information Theory 39(3), 1993.
Moshe Leshno, Vladimir Ya. Lin, Allan Pinkus, Shimon Schocken. Multilayer
feedforward networks with a nonpolynomial activation function can
approximate any function. 6(6): 861–867, 1993.
Kurt Hornik. Approximation capabilities of multilayer feedforward networks.
Neural Networks, 4(2): 251–257, 1991.
Jonathan W.Siegel, Jinchao Xu. Approximation rates for neural networks with
general activation functions, Neural Networks 128: 313-321, 2020.
Weinan E, Chao Ma, Lei Wu and Stephan Wojtowytsch. Towards a
mathematical understanding of neural network-based machine learning: What
we know and what we don’t. CSIAM Trans. Appl. Math. 1(4) 561-615, 2020.
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. . . . . .

基于流的生成式模型
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. . . . . .

流方法

流方法其实就是空间变换，将样本空间 X 映射到隐变量空间 Z

x f1↔ h1
f2↔ h2 · · ·

fK↔ z

相应的对数概率似然函数变成

log pθ(x) = log pθ(z) + log |det(dz/dx)|

log pθ(z) +
K∑

i=1

log |det(dhi/dhi−1)|

log |det(dhi/dhi−1)| = sum(log |(diag(dhi/dhi−1))|)

最后一个等式需要变换有一定的特殊性 (比如是上三角的)

推荐博文: https://lilianweng.github.io/lil-log/2018/10/13/

flow-based-deep-generative-models.html
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. . . . . .

NICE

NICE: 非线性独立成分估计 (Non-linear Independent Component
Estimation)

将 X 进行分块，构造上三角式的变换 y1 = x1,

y2 = x2 + m(x1).

这样变化的 Jacobi 为 1, 是保体积的变换

J =

[
Id 0
∂m(x1)
∂x1 ID−d

]
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. . . . . .

RealNVP
RealNVP: 实非保体积变换 (Real Non-volume Preserve), 顾名思义
就是为了去掉 NICE 保体积的限制。
坐标变换  y1:d = x1:d

yd+1:D = xd+1:D ⊙ exp(s(x1:d)) + t(x1:d)

逆变换  x1:d = y1:d
xd+1:D = (yd+1:D − t(x1:d))⊙ exp(−s(x1:d)

变换的 Jacobi 为，

J =
∂y
∂xT =

 Id 0
∂yd+1:D
∂xT

1:d
diag(exp[s(x1:d)])


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. . . . . .

VAE

VAE 是 variational autoencoder 的简写。

文献：Diederik P Kingma, Max Welling. Auto-Encoding
Variational Bayes. arXiv:1312.6114 [stat.ML], 1 May 2014.

博文介绍：https://zhuanlan.zhihu.com/p/34998569
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. . . . . .

基本假设

观察 X 是高维向量，但 X 的分布模型 p(x) 未知（不事先做任何的
模型假设）;

假设：数据实际上处在一个低维流形上;

目标：希望生成 p(x) 的样本。

思路：通过数据的低维表示 Z 上的随机抽样而给出 X 的随机样本，
它们之间的变换可以用神经网络去逼近；
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. . . . . .

VAE 简介
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. . . . . .

VAE 原理 (I)

由于后验概率 p(z|x) 太复杂，用一个简单的分布 Q 来代替。如何找
一个最好的 Q 呢？

KL 散度

KL(Q(Z)||p(Z|X)) =

∫
Q(Z) log Q(Z)

p(Z|X)
dZ

=

∫
Q(Z) log Q(Z)

p(Z,X)
dZ + log p(X)

得到对数似然 p(x) 的下界 L(Q), 称之为变分自由能

L(Q) = −
∫

Q(Z) log Q(Z)
p(Z,X)
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. . . . . .

VAE 原理 (2)

利用 p(X,Z) = p(Z) ∗ p(X|Z) 得到 L(Q) 的表示

L(Q) = −KL(Q(Z)||p(Z)) +
∫

Q(Z)p(X|Z)

文章假设 p(Z) 标准正态分布，而且假设 Q 也被是神经网络所参数
化的正态分布

Q(Z|x(i)) ∼ N(µ(x(i)), σ2(x(i)))

因此有

− KL(Q(Z|x(i))||p(z))

=
1

2

J∑
j=1

(
1 + log(σ(x(i))2)− µ(x(i))2 − σ(x(i))2

)
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. . . . . .

VAE 原理 (3)

这里用到了正态分布的 KL 散度的计算

KL[N(µ0,Σ0)||N(µ1,Σ1)]

=
1

2

(
tr(Σ−1

1 Σ0) + (µ1 − µ0)
TΣ−1

1 (µ1 − µ0)

−D + log(det(Σ1)

det(Σ0)
)

)
特别地

KL[N(µ(x),Σ0(x))||N(0, I)]

=
1

2

[
tr(Σ(x)) + (µ(x)Tµ(x))− D − log(det(Σ(x))

]
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. . . . . .

VAE 原理 (4): 隐变量抽样
再参数化策略 (Reparametrization trick)

z(i,l) ∼ N(µ(i), σ2(i))

z(i,l) = µ(i) + σ(i) ⊙ ϵi, ϵi ∼ N(0, 1)
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. . . . . .

VAE 原理 (5)
通过抽样来计算 ∫

Q(Z)p(x|z)

抽取隐变量

Z(i,l), l = 1, 2, · · · ,L;Z(i,l) ∼ Q(Z|x(i))

L(Q) ≈ −KL(Q(Z|x(i)||P(Z)) + 1

L

L∑
l=1

log P(x(i)|z(i,l))
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. . . . . .

编码器

前传网络 NN+ 正态分布

Q(Z|X) ∼ N(z;µ(x), σ(x)2)

制作：邓明华 () 非参数统计第十章 密度估计 2023 秋季学期 71 / 89



. . . . . .

解码器

前传网络 NN+ 正态分布

X|Z ∼ N(µx, σ
2
x)
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. . . . . .

完整 AutoEncoder
通过 BP 算法学习参数

目标函数：极大化下界 L(Q)
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. . . . . .

VAE 略图
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实验效果
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. . . . . .

图像生成效果
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. . . . . .

RoundTrip
论文：Qiao Liu, Jiaze Xu, Rui Jiang and Wing Hung Wong.
Density estimation using deep generative neural networks. PNAS
118(15): e2101344118, 2021.
https://doi.org/10.1073/pnas.2101344118.
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Roundtrip 结构图
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. . . . . .

RoundTrip 模型：模型框架

输入：K 个 n 维空间上的简单随机样本 x1, · · · , xK;
输出：数据服从的密度函数 px(x)

假设：数据落在 Rn 上的低维流形的附近，是低维流形上点的一个

随机扰动。低维流形的本征维数为 m, 设流形表示为 x̃ = G(z), 样本
到隐空间的投影 z̃ = H(x),

x = x̃ + ϵ, ϵ ∼ N(0, σ2)

假设隐空间上的随机变量 Z ∼ N(0, Im), px|z(x|z) ∼ N(G(z), σ2), 于
是待求的密度为

px(x) =
∫

px|z(x|z)pz(z)dz =
(

1√
2π

)m+n
σ−ne−

w(x,z)
2 dz

其中 w(x, z) = ||z||22 + σ−2||x − G(z)||22.
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. . . . . .

Roundtrip 模型：重要性抽样

常规的抽样方法低效

zi ∼ pz(z), i = 1, · · · ,N, px(x) ≈
1

N

N∑
i=1

px|z(x|zi)

重要性抽样

zq
i ∼ qz(z), i = 1, · · · ,N, pIS(x) ≈ 1

N

N∑
i=1

px|z(x|zi)w(zq
i )

其中 w(z) = pz(z)/qz(z), qz(z) 是中心在 z̃ = H(x) 的学生氏 t 分布，
原因有二 (1). 给定 x, 条件概率 px|z(x|z) 在 z 处取最大；(2). t 分布
重尾可以减少上述估计的方差。
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. . . . . .

Roundtrip 模型：Laplace 近似

将 G(z) 在 z̃ = H(x) 处得到二阶近似 v(x, z), 得到近似解

pLP(x) =
(

1√
2π

)n
σ−n√det(Σ)e−

c(x)
2

这里

Σ =
(
Im + σ−2JT

z̃ Jz̃
)−1

c(x) = ||H(x)||22 + σ−2||x − G(H(x))||22 − µTΣ−1µ

其中 (µ,Σ) 是 Laplace 近似给出的正态分布参数,Jz̃ 是 G(z) 在 z̃ 处
的 Jacobi 矩阵；
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. . . . . .

Roundtrip 模型：对抗学习

网络 G 学习LGAN(G) = Ez∼p(z)(Dx(G(z))− 1)2

LGAN(Dx) = Ex∼px(D(x)− 1)2 + Ez∼p(z)D2
x(G(z))

网络 H 学习LGAN(H) = Ex∼p(x)(Dz(H(x))− 1)2

LGAN(Dz) = Ez∼pz(D(x)− 1)2 + Ex∼p(x)D2
z(G(z))
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. . . . . .

Roundtrip 模型：对抗学习

Roundtrip 损失函数

LRT = α||x − G(H(x))||22 + β||z − H(G(z))||22

总体损失的联系训练

L(G,H) = LGAN(G) + LGAN(H) + LRT(G,H)

(Dx,Dz) = LGAN(Dx) + LGAN(GZ)

交替更新两个生成模型 G,H, 和两个判别模型 Dz,Dx 中的参数：

G∗,H∗,D∗
x,D∗

z =


Argmin

G�H
L(G,H)

Argmin
Dx�Dz

L(Dz,Dz)
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. . . . . .

Roundtrip 密度估计效果
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. . . . . .

Roundtrip 似然函数比较
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. . . . . .

Roundtrip 图片生成
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. . . . . .

作业

考虑正态分布 f(x) ∼ N(µ, σ2) 和核函数 K(x) ∼ N(0, 1), 证明核估计

fn(x) =
1

nhn

n∑
i=1

K(
x − Xi

hn
)

满足如下性质

1. Efn(x) ∼ N(µ, σ2 + h2n)

2. Var[fn(x)] ≈
f(x)

2nhn
√
π

3. f(x)− Efn(x) ≈
1

2

(
h
σ

)2 [
1− (

x − µ

σ
)2
]

f(x), hn → 0.
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. . . . . .

作业

考虑 [0, a] 上的均匀分布 f(x) ∼ U(0, a), 并设核函数为指数分布

K(x) =
{

e−x x > 0

0 x ≤ 0

若 X1, · · · ,Xn 是均匀分布的简单随机样本。求均匀分布 U(0,a) 的
核估计 fn(x) 的期望。
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. . . . . .

作业

对于直方图密度估计，有如下定理：

定理： 假设密度函数 f(x) 满足：导函数 f′(x) 绝对连续，且∫
[f′(u)]2du < +∞, 那么

MISE(fn(x)) =
h2
12

∫
[f′(u)]2du +

1

nh + o(h2) + o( 1

nh)

于是，

hopt =
1

n1/3

{
6∫

[f′(u)]2du

}1/3

在此带宽下，

MISE(fn(x)) ≈
C

n2/3
, C = (

3

4
)2/3

{∫
[f′(u)]2du

}1/3

制作：邓明华 () 非参数统计第十章 密度估计 2023 秋季学期 89 / 89


	直方图
	Rosenblatt方法
	核估计
	K近邻估计
	基于神经网络的密度估计
	人工神经网络基础简介
	流方法
	VAE
	Roundtrip


